NUMERISCHE BERECHNUNG VON MOLEKUL-INTEGRALEN 85

Bemerkungen zur numerischen Berechnung von Molekiilintegralen
bei kleinem Kernabstand

Von WERNER BINGEL

Aus der Forschungsstelle fiir Spektroskopie in der Max-Planck-Gesellschaft, Hechingen
(Z. Naturforschg. 11 a, 85—88 [1956] ; eingegangen am 19. November 1955)

Fiir die Ubergangsintegrale K,; wird eine neue Darstellung durch Hilfsfunktionen C,(0) an-
gegeben, die fiir die numerische Berechnung bei kleinem o zweckmiBiger ist als die bisherigen
Darstellungen. Eine neu berechnete Tabelle der C;, wird angegeben. Es wird gezeigt, daB sich
auch die Interpolation der K-Integrale besser mit den C-Funktionen durchfithren 148t.

Die Ergebnisse jeder quantenmechanischen Be-
handlung eines Molekiils lassen sich durch eine Reihe
von Integralen (Coulomb-, Austausch-, Ubergangs-
integrale usw.) ausdriicken. Diese Integrale sind
Funktionen der Kernabstande R im Molekiil und
der effektiven Kernladungen Z. der verwendeten
Einelektronenfunktionen . (AO’s). Fiir diese Inte-
grale existieren in der Literatur Formeln!™*, durch
die sie auf gewisse Hilfsfunktionen zurickgefihrt
werden, die tabuliert sind!. Zum Teil sind auch die
Integrale selbst tabuliert!:34. Der Variabilitts-
bereich von ¢ erstreckt sich bei diesen Tafeln meist
von 90=1 bis etwa 10 mit einer Spanne von 0,25
oder 0,5. Im Verlaufe von Molekiilberechnungen,
die vom vereinigten Atom ausgehen, erwies es sich als
notwendig, speziell das Ubergangsintegral (nuclear
attraction integral)

Kap(R) = /‘i(,” (M) gq,

Thi

(in atomaren Einheiten)
(1)
fiir kleine Werte von R zu kennen. Gl. (1) stellt an-
schaulich die potentielle Energie einer Ladungsver-
teilung a@«(1)as(l) um das Atom a im Coulomb-
Feld einer Punktladung beim Atom b dar. R ist der
Abstand der Atome a und b, r,; der Abstand des
Integrationspunktes 1 vom Atom b. Fir R— 0 geht
(1) in das Einzentren-Ubergangsintegral 3
K% = Kas (0) = / ax(1) a(1) g

Ta1l

(la)

tiber, fiir R—oco geht K— 0. Dieses Integral ist
bisher so ausgewertet worden, dafl man elliptische
Koordinaten &, mit den Zentren in a und b ein-
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fithrt. Kqp laBit sich dann durch die folgenden Hilfs-

funktionen ausdriicken
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So ist z. B. Ky, bei gleicher effektiver Kernladung
Zss der beiden Funktionen ({og=Z5/2, 0=, R)
fir Slater-AO’s

K:}.\'E.\'(Q 4 4[ 4!

=3¢ s+ 45(20) _A4(20)J| . (3a)

Diese Darstellung ist nun aber fiir die numerische
Berechnung bei kleinem ¢ schlecht geeignet. Wie
man namlich aus (2a) entnimmt, gehen die Funk-
tionen A,(0) fir 0—0 wie n!/0""! gegen oo
und sind daher fiir kleine ¢ sehr groB. Kse./{ss da-
gegen strebt fiir o— 0 dem endlichen Wert 0,5 zu.
Man benétigt daher, wenn man fiir Kso, eine be-
stimmte Zahl von Dezimalstellen verlangt, eine mit
abnehmendem ¢ immer grofler werdende Anzahl
von geltenden Ziffern fir die 4,. Das gleiche Ver-
halten ergibt sich auch dann, wenn man in (3a) fir
die 4, ihre expliziten Darstellungen (2a) einsetzt.

Man erhalt so fir das obige Beispiel

K-),\-gsﬁ 1 I 3 2 1 3 *ZGI
'7§|1—<1+§Q+Q+§Q )e ].(Sb)
Da der zweite Term in der geschweiften Klammer
fir 0— 0 gegen eins strebt, mul} man denselben
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um so genauer berechnen, je kleiner ¢ ist, um im-
mer die gleiche Zahl von Dezimalstellen fiir Ko,
zu bekommen.

Die folgende Auswertung von (1) vermeidet diesen
Nachteil. Zunichst 1Bt sich nach Roothaan? die
Ladungsverteilung a.(1)-as(1) in eine Summe von
Standardladungsvertetlungen

[NLM] = (’LH)z L@ E)N+e

: (4)
24 (N+L+1)!
N—1

TV le T Sy (0, )

entwickeln, wenn man fiir die @.,as Slater-AQ’s?
verwendet. Dabei ist {=%({.+ ) der mittlere
sorbital exponent®, {u=Zs/na und Cp=2Zs/ns. Spy
ist die auf Eins normierte reelle Kugelflachenfunktion
(L—|M))!

Y

5L.11(9,9”)=[(22L;L'1> LM (4a)
P M (cos ) ’COSIM! v, M=o
’ in|M|¢’
S (0, ) = [Zi‘:l} - P (cos O).

Das Integral (1) ldit sich dann durch die gleiche
Summe von Standardintegralen

(bIVLM,) = [HEMa] gy, (5)

ausdriicken. Dieser Schritt wird auch bei der Aus-
wertung in elliptischen Koordinaten zweckmiBiger-
weise zuerst vorgenommen 2.

Wir fiihren dagegen Polarkoordinaten r,, @, ¢ mit
a als Zentrum und ab als Polarachse ein. Durch die

Entwicklung

1 r—)| _ Minimum )

hi Z ’"“PI‘(COS )5 r>, ~ Maximum [(ra, i
k=0 (6)

in Verbindung mit (4), (4a) wird (5) zu
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Winkel

Das zweite Integral tiber die Winkel ist nur fir
M =0 von Null verschieden (¢-Integration) und hat
dann den nur fiir £ = L von Null verschiedenen Wert
(47/(2L+1))" (O-Integration). Von der Summe
tber % bleibt daher nur ein Term ibrig (fir M =0
steht X))
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Das zweite Integral in (7b) wird umgeformt ein, so wird endlich
0o ] 1 1 L+1
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Einsetzen in (7b) gibt

| v 2L@2 )N+
[bINL=.] = (V+L+1)'

+/(5.\'+L+1_5\'—L) e—2ed df: )
0

N+t | (N—L)!
|2 9)¥-L+1

(7¢c)

Fihrt man jetzt die neue Hilfsfunktion
1

Calo) = [Sremetds= M~ Ay(0)  (9a)
i 0
_ _1)k__ ©F
_Z( 1 kl(n+k+1) =

k=0

J
[b|NLM,] =0 fiir M+0.

Das ist die gesuchte Darstellung des Standardinte-
grals (5), ausgedriickt durch die Hilfsfunktionen
C,(0). Dieselben haben nach (9b) fir 9=0 den
endlichen Wert 1/(n+1), so daB die im Anschluf}
an Gl. (3 a) geschilderte Schwierigkeit bei der nume-
rischen Berechnung fiir kleine ¢ hier nicht auftritt.
Aus (10) erhidlt man fiir o=0 die Standardform
des Einzentrenintegrals (1 a)

[a|NLM,] = 0,1 00, i - (10a)

2
N+1
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Der zweite Term in (10) gibt zu (10a) wegen
N =1 keinen, der erste nur fiir S-artige Ladungs-
verteilungen (L =0) einen Betrag.

Gl. (10) ist wegen (9b) eine Entwicklung nach
positiven Potenzen des Kernabstandes R (0={R),
was fiir kleine R natiirlich die geeignetste Darstellung
ist. GL. (10) zeigt ferner, dafl in der Entwicklung
der urspriinglichen Ladungsverteilung a.(1)-ag(1)
nur die 3-Terme (M =0) zum Ubergangsintegral
(1) beitragen. Die folgenden Formeln geben alle
von Null verschiedenen Ubergangsintegrale Kas zwi-
schen allen AO’s mit den Hauptquantenzahlen n =1
und 2. Dabei ist Koz zuerst durch die Standardinte-
grale (5) und an zweiter Stelle mittels (10) durch die
Hilfsfunktionen C, ausgedrickt. Fir L=0,1,2,...
stehen die tiblichen aus der Theorie der Atomspek-
tren bekannten Bezeichnungen S,P,D...; (p,q)
ist eine Abkiirzung fiir

(£a/C)? (£5/€)7 mit £
das nicht jedesmal angegebene Argument von C,

ist20.
3
Klsl.\" == (Ea

=3(a+C8) ,

3\. =
5) [b|1SY,

-(3-3)- ¢ n-4ec-ca1,
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Die von ¢ unabhingigen Terme in (11) geben gleich-
zeitig die Einzentren-Ubergangsintegrale (1a).

Tab. 1 gibt Zahlenwerte von C,(0) fir n=0,1...6
und 0=0(0,1)1. Sie wurden folgendermaflen be-
rechnet. Aus (9a) laBt sich leicht die folgende Re-

kursionsformel fiir die C,(0) ableiten

C,.1(0) = %{(n+ 1) C,(0) —e ¢}, speziell

1 —e
E{l~e oy,

Man konnte daher daran denken, zunachst C; nach
(12b) zu berechnen, um dann hieraus die hoheren
C, durch die Rekursionsformel (12a) schrittweise
zu bestimmen. Es zeigt sich jedoch, daB fiir das hier
benétigte o-Intervall der Abrundungsfehler sehr
schnell mit n anwachst, so dal man auf diese Weise
die héheren C, mit geringerer Stellenzahl erhalt als
die niederen. Wir sind daher so vorgegangen, dal}

Co(0) = (12a,b)

29 wir das hochste in der Tabelle vorkommende C,
4 Co Cy C, Cs C, Cs Cs
_ § ¥ _ A ——— S

0 1.000000 0.500000 0.333333 0.250000 0.200000 0.166667 | 0.142857
48374 32116 24027 19190 15973 13679 11961

0,1 0.951626 467884 309306 | 230810 184027 152988 130896
45280 29807 22186 | 17659 14663 12534 | 10944

0,2 906346 438077 287120 | 213151 169364 140454 | 119952
42407 27673 20491 | 16254 13462 11488 10016

03 863939 410404 266629 196897 155902 128966 109936
\ 39739 25704 18931 14963 12363 10528 9166

04 | 824200 384700 247698 181934 143539 118438 100770
‘ 37261 23884 17495 13778 11354 9651 8391

0,5 786939 360816 230203 168156 132185 108787 092379
‘ 34959 22201 16173 12690 10430 8849 | 7680

06 | 751980 338615 214030 | 155466 121755 099938 | 084699
‘ 32816 20646 14954 | 11690 | 9582 8113 | 7032

0.7 719164 317969 199076 | 143776 | 112173 091825 077667
30825 19207 13831 | 10770 | 8803 7423 | 6438

08 | 688339 208762 185245 | 133006 | 103370 084402 | 071229
| 28972 17876 12798 | 9927 | 8095 6840 5896

09 | 659367 280886 172447 | 123079 | 095275 077562 065333
27246 16645 11844 | 9150 7139 6260 5399

1,0 632121 264241 160603 | 113929 087836 071302 059934

‘

Tab. 1. Hilfsfunktionen Cy(0).
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namlich Cq, direkt aus seiner Potenzreihenentwick-
lung (9b) berechnet haben, und dann die niederen
'Cy, durch Anwendung der Rekursionsformel (12a)
in umgekehrter Richtung, also in der Form

Crr(@) =1(eCute  (120)

bestimmten. Eine Probe beziiglich der Genauigkeit
der so erhaltenen Werte ergab sich daraus, daf} die
so berechneten C, bis auf wenige Einheiten der
7. Dezimale mit den nach (12b) direkt berechneten
iibereinstimmten. Alle Zahlen wurden dann auf sechs
Dezimalen abgerundet. Zur Erleichterung der Inter-
polation sind in der Tabelle auch die ersten Diffe-
renzen mit angegeben.

Als Beispiel der Uberlegenheit der Darstellung (10)
berechnen wir den Wert des Integrals Koeos fiir 0= %
und 0= 4 mit den A-Funktionen (3a), mit der ex-
pliziten Darstellung (3b) und mit den C-Funktio-
nen (10). In allen Fallen wird mit fiinf geltenden
Ziffern gerechnet. Man erhélt dann

K252.</:2s
nach (3a) nach (3b) nach (10)
o=% | 0,49993 0,5000 0,49997628
o=% 0,4998 0,49980 0,4998126

(§o=Cp=C=02)

Beide Male gibt (10) einen wesentlich genaueren
Wert des Integrals. Oder, wollte man die gleiche
Genauigkeit mit (3a,b) erreichen, so miilte man

dort die Ausgangswerte mit wesentlich mehr als fiinf
geltenden Ziffern in die Rechnung einfiihren.

Es kommt héufig vor, dal man die Ubergangs-Inte-
grale fiir Werte der Variablen o benétigt, die nicht
in den Tabellen enthalten sind.

Man muB also interpolieren. Nun zeigen aber
(10), (11), daB in der Potenzreihenentwicklung
nach ¢ am Anfang eine Reihe von Potenzen fehlen.
So verhilt sich z. B. Ko in der Umgebung von
0=0 wie

K?.«'Zs:Cl_CzQ‘i'*“--y (13)
die Kurve K, (0) verlauft also dort sehr flach. Das
hat zur Folge, dal zwar die ersten Differenzen sehr
klein sind, die zweiten und hoheren Differenzen da-
gegen immer groBer werden. Eine normale Inter-
polation ist hier gar nicht moglich, da diese voraus-
setzt, dal} die hoheren Differenzen sehr schnell klei-
ner werden, so daBl man sie von einer gewissen
Ordnung ab vernachlidssigen kann. Die Darstellung
(10) zeigt, wie man diese Schwierigkeiten vermeiden
kann. Man interpoliert nicht die Standardintegrale
selbst, sondern in den C-Funktionen, die sich gemaf}
(9b) mit ihren Differenzen normal verhalten, was
man auch aus der obigen Tabelle der C,(0) durch
Bildung der zweiten Differenzen sieht. Bei fiinf
Dezimalen Genauigkeit wird man dabei im allgemei-
nen mit quadratischer Interpolation auskommen.
Mit den so bestimmten C, berechnet man dann das
gesuchte Integral nach (10) und (11).

Das Auflosungsvermogen des Feldionenmikroskopes
Von Erwix W. MULLER

Field Emission Laboratory, The Pennsylvania State University, University Park, U.S.A.
(Z. Naturforschg. 11 a, 88—94 [1956] ; eingegangen am 17. November 1955)

Eine Betrachtung des Auflosungsvermiogens des Feldemissionsmikroskopes 1t den Betrieb mit
Tonen an Stelle von Elektronen als vorteilhaft erscheinen. Einige Daten der Felddesorption und
der Feldionenemission werden mitgeteilt und der Mechanismus dieser Effekte wird erldutert.
Daraus ergibt sich eine Beziehung fiir das Auflosungsvermdgen, die experimentell bestitigt wird.
Helium erweist sich als besonders giinstig fiir die Abbildung hochfester Metalloberflichen. Kiihlung
des Mikroskopes mit festem Stickstoff oder fliissigem Wasserstoff zur Erhhung des Akkomodations-
koeffizienten 1dBt die atomare Struktur des Objektes sichtbar werden. Benachbarte Wolframatome

von 2,74 A Abstand werden klar getrennt.

1. Das Auflosungsvermogen des Feldelektronen-
mikroskopes

Der kleinste Streukreisdurchmesser oder das Auf-
losungsvermogen 2 eines  Feldelektronenmikro-

skopes (FEM) ist durch die Tangentialgeschwindig-

keit und die Beugung der Elektronen begrenzt. Die
Wirkung der Beugung kann auch durch die Heisen-

1 E. W.Miiller, Z. Phys. 120, 270 [1943].

2E. W. Miiller, Ergebn. Exak. Naturw. XXVII,
290 [1953]. Siehe auch R. H. Good, jr.u. E. W.Miiller.
Handbuch der Physik, 2. Auflage, Band 21, 1956.



